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Primer Parcial






Sistema de particulas

86 Sea un cilindro de radio 5a, altura H y densidad p, al que se la ha hecho un hueco en forma
de cono triangular de radio a y se le ha insertado un objeto en forma de cono circular de
radio a y del mismo material que el cilindro pero tres veces su densidad. Si ambos conos
tienen un dngulo de 4pice de 26, determine la posicién del centro de masa (CM) del objeto
considerando la distribuciéon que muestra la siguiente figura.

SOLUCION

Lo primero que hacemos es determinar el CM del cilindro sin alterar y de cada cono circular.

Cilindro: Situamos el eje de coordenadas en el punto O. Dividimos el cilindro en una serie
de discos infinitesimales de igual radio pero con un grosor dy.

e —

H.

S S ——

Sabemos que

- 1
Rl = —/de
my

Debido a la simetria del cilindro, podemos asegurar que su centro de masa esta en el
eje j. Asi, si y es la distancia desde el punto O hasta el del cilindro infinitesimal CM,

, 1 o
Rlz—/ydmj, mlz/dm
mi
5

tenemos que
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Por otro lado, sabemos que dm = p,dV con dV = m(5a)?dy (el volumen de un
cilindro: el producto de pi, el cuadrado de su radio y su altura). De igual forma,
my=p,V = pom(5a)>H. Entonces,

R ! / ! (5a)%dyj L3
= — s = —
1 p07r(5a,)2H 0 yp Yl 9 J

Cilindro sélido: Situamos el eje de coordenadas en el punto O. Dividimos el cilindro en
una serie de discos infinitesimales de igual radio pero con un grosor dy.

dy ‘
/LZ m p

Debido a la simetria del cono, podemos asegurar que su centro de masa estd a una
distancia 2a en el eje —i y a una altura y situada sobre el eje j.

_ ~ 1 ~
’R2=2ai—|—f/ydmj, mgz/dm
mo

Por otro lado, sabemos que m = pV con V) = mr2y. Si cortamos transversalmente
al cono, podemos asegurar que r = tan(20)y. De esta manera, dm = pr tan?(26)y>dy.
Entonces,

. .1 [H . H
Ro = 2ai + —/ prtan®(20)y>dyj, mo = / pr tan?®(20)y*dy
ma Jo 0
- PO B
Ro = —2ai+ lHj
Hueco: Situamos el eje de coordenadas en el punto O. Sabemos que el CM estd a una

distancia 2a en el eje i y estd a una altura de un cuarto de H (observando que el cono
estd volteado). Asi,

N ~ H .
Rz = 2ai+ —j
4
Para determinar el CM del objeto dado, consideraremos los CMs determinados como

particulas puntuales y utilizamos la ecuaciéon del CM para un sistema discreto de particulas.

m17€1 + m27€2 + m37€3
mi + mo + ms

ﬁ:

Como le hemos retirado una masa mo al cilindro, tomamos el valor de esta porcién como
negativa.
7 m17€1 + m27€2 — mgﬁg
B my + mg + ms3

Determinamos las masas recordando que la densidad del cono sélido es el triple que la del
cilindro:

my = poV1 = poﬂ(5a)2H -
mi + mo +Mms3 = gpomﬁH

1
my = poVa = gpomzH = .
7€ = ﬁ(757€1 + 7€2 — ﬁg,)

1
ms = poVs = gpomﬁH



Tomamos las direcciones {i, j} €como {<é> , <(1)) } Tal que,
- H (0 = —2a - 2a
=7 () "= () %= ()

- 1 [(—4a
R=7 (38H>

Finalmente,

88 Una mesa estd constituida por una tabla cuadrada de lado L y cuatro patas idénticas de
altura L. Si la masa de la tabla es cuatro veces la masas de cada pata y todos las partes
tienen una distribuciéon de masa homogénea, ;qué altura por encima del piso quedara el
centro de masa (CM) de la mesa?

Douglas Figueroa, Ejercicio Propuesto 17, Pagina 43

SOLUCION

Debido a la simetria del sistema, podemos asegurar dos cosas:

= Kl CM de la tabla esta en su centro geométrico, que de denominaremos el punto A, a
una altura L del piso.

= El CM de cada una de las patas estd a una altura L/2 del piso.

Entonces, si tomamos el origen de nuestro referencial en el suelo y alineado verticalmente
con el punto A, podemos determinar el CM de la mesa tomando en cuenta las siguientes

consideraciones:
1 0 0
= Consideramos las direcciones {i, j, k} como o], 1], 10
0 0 1

= Las componentes en i y en k de los CMs de las patas se anulan entre si al sumarlos.
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Asi, para determinar el CM de la mesa, basta con utilizar la definicién discreta del CM y
tomar las posiciones de los CMs de cada parte de la mesa como las particulas que componen
el sistema. Sean

0 z;

L K3
ryy=L | 1] EICM de la tabla y Fi:E 1], coni={l,..,4} El CM de cada pata
0

2

Tenemos que

4
= 1
Ro— 1t <meM s mia)

4
1
myr + E my;
1

Recordamos que

4

= Kl enunciado nos garantiza que my; =4m y m; =m, entonces mp; + E m;=8m.
1

4 0
= La simetria del sistema nos garantiza que Z m;T; =2mL | 1
1 0

Finalmente, tenemos que

R=7T

88 Dos esferas de masa m y 3m estan en los extremos de una barra de longitud L y de masa
despreciable. El sistema esta colocado verticalmente como muestra la figura anexada sobre
un plano horizontal sin friccién. ;Cuando se suelta el sistema, cudl serd el desplazamiento de
la masa m en el momento en que 3m choca contra el plano?

3m

Posicion final

Posicion inicial

Douglas Figueroa, Ejercicio Propuesto 12, Pagina 42

SOLUCION

Consideremos las dos esferas como particulas puntuales. Es sencillo determinar que el CM

del sistema estd en la posicién R=3L / 43. Ahora, necesitamos determinar déonde quedar el
CM después que la masa m se desplaza en la distancia Ax; para ello aplicamos la segunda
ley de Newton.

Zf‘i—4m7$—4m§+ﬁ:>7$—<

?

N —4mg\ »
4m J



Como esas fuerzas externas se mantienen a lo largo de todo el movimiento, cuando las
particulas estdn apoyadas en el piso, se cumple que R = 0. El CM baja a medida que
se desplazan ambas esferas hasta llegar al origen del sistema de coordenadas situado por
conveniencia en el punto O. Asi,

—mAz 4+ 3m(L — Ax),

R=0= j= —mAz+3m(L—-Az)=0

dm
Entonces,
3L
Ar = —
4
88 Dos particulas A y B de idéntica masa m, estan unidas entre si por una cuerda inextensible

de largo a. La particula A se mueve por una corredera horizontal lisa representada por el
eje x, mientras que la particula se mueve por una corredera vertical lisa representada por el
eje y. Inicialmente B estd en el origen con el sistema en reposo. Si 6 es el angulo variable
en B, ¢ es un dngulo conocido y 6 tiene rapidez constante, determine una ecuacién para la
posicién del centro de masa (CM) en funcién del tiempo t.

y/\

sv

Primer Parcial 2004, prof. Cayetano Di Bartolo

SOLUCION

0

PN 1
Tomamos las direcciones {i, j} como {( O) , < 1

) } Sabemos que

= mara + mprp = 1
R: _—
ma+mp

Procedemos a estudiar la energia y cinemética del sistema.
Cinematica: Las posiciones de ambas masas pueden describirse como
rqa=asinf y rp=acost
Tal que la rapidez de cada una es
74 = ab cosf y Tp= —afsin 6
Y sus aceleraciones son

2

ia=—a(0)’sin® y ip=—a(h)?cosh

Donde podemos hacer O=uw.
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Energia: Aplicamos conservaciéon de la energia mecanica comparando el momento inicial
del sistema y el momento cuando 6=¢.

(K+U)f—(K+U)o=(K+K){ + (K+U)F —(K+¥)) — (K+¥)5 =0

1 1 1 1
imA(T'A)2 + §mB(7‘B)2 — mgacos p = §ma2w2 cos® ¢ + §ma2w2 sin? ¢ — mgacosp =0

2g cos
2gacosp = a’w? = w? = ik o
a

Asi, tenemos que

= sin
Ry = —gcose (cos 9)

Finalmente, calculamos 7€(9) aplicando la definicién de aceleracién y velocidad (las derivada
de la velocidad y de la posicién respectivamente) y teniendo en cuenta las siguientes
consideraciones.

—

1
- Ro=3 (g) posicién inicial del CM.

= Como w=ctte y 6,=0, se cumple que 6;) =wt.

—

« R,=0.

Asi,

B 1+ sin(wt) — wt _ |2gcosy
® =3 cos(wt) e a

88

Se tiene el sistema de dos particulas my =1 kg y ma =2 kg de la figura anexada en que el
resorte, de constante k no tiene masa. Si partiendo de la posiciéon de equilibrio, m; realiza
oscilaciones armoénicas verticales de frecuencia w, =5 rad/seg cuando empujamos a m; una
distancia d = 2 m determine la frecuencia angular de oscilaciones que se producen en el
sistema en el momento en que m; alcanza su altura méxima.

mj

lFi(]

Primer parcial, prof. José Calatroni, 2012

SOLUCION

Situamos el origen de nuestro sistema de referencia en el suelo. Cuando empujamos la masa
m; una distancia d hacia abajo, ésta empieza a oscilar con un movimiento arménico simple
(MAS) de amplitud d alrededor del punto de equilibrio. Sea y;(;) la posicién de m; se
cumple que

Yi(t) — leg = dcos(wot +0) = Gy = —d(wo)2 cos(wot + 9)

Aplicamos la segunda ley de Newton a m; para determinar el modulo de la fuerza de Hooke.
Utilizamos el valor maximo de la aceleracién cuando se encuentra en el extremo mas alto de
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su movimiento oscilatorio donde cos(w,t + §) =1 para que la aceleracién tenga sentido légico
(la masa m; debe devolverse al punto de equilibrio).

Fllc -+ mlg' = mlé'l = 7Fk1 —mig = 7d(w0)2
Fl = d(w,)? —mayg

my
:
F} i
|
Sy !
F}‘f :l(iq
1
1
:
1
mso :
Estudiamos ahora la dindmica de my teniendo en cuenta que f‘,lc(t) = ffi( 4+ Supongamos

que el my no despega del piso, tal que existe una fuerza normal.

I':i—i—mgg'—i—ﬁ:mgé'gzFf—m2g+N:0=>d(wo)2—mlg—mgg—l—N:O
N = (m1 +m2)g —d(w,)?> = —20 N

Hemos obtenido un resultado absurdo para el valor de la normal. Esto nos indica que en
algin momento, mientras m; asciende desde la posicién de equilibrio, la normal se anulara,
m, perdera contacto con el piso y el sistema esté en el aire oscilando alrededor de la longitud
natural del resorte [,.

Cuando el sistema estd en el aire, lo podemos tomar con un sistema aislado; tal que la
frecuencia angular w del sistema la calculamos aplicando la segunda ley de Newton a la masa
reducida del sistema. Sea y,/1(;) la posicién relativa entre m; y mgy, se cumple que

= - . . k
Fo ity = paa/ie) = k(Y2100 — lo) = pij2/1(t) = Ho/100) = _;(y2/1(t) )

Esta ecuacién corresponde a un MAS, cuya frecuencia angular de oscilaciones es
w— E_ k‘(ml—i—mg)_ /i m1+m2_w mi + mso
7 mims mi mo ¢ ma
3
w=D5 5 rad/seg

Finalmente,

§6 Una particula de m se desplaza con una velocidad V. Esta colisiona con con un resorte de
constante k dentro de un bloque de masa M situado en reposo sobre una superficie sin
friccién. Determine la compresion del resorte tal que el sistema permanezca en reposo.
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SOLUCION

Estudiaremos la energia del sistema en el referencial CM, tal que analizamos la energia
producida por las fuerzas internas y considerando la masa reducida u. Aplicamos
conservacion de la energfa mecdanica.

kx?  pw? mM

AK+AU:(K+U)f—(K+H)O:0:>7_7:07 COn/,L:m+M

Entonces,

86 Una gota esférica de lluvia sujeta a la gravedad crece debido a la absorciéon de la humedad
del entorno. La cantidad de masa que gana la gota es proporcional a su area superficial.
Considerando que la gota comienza a caer del reposo con un radio r, y su densidad p, se
mantiene constante, determine una funcién para la aceleracion respecto al tiempo.

Propuesto por el prof. Guillermo Donoso, 2019.

SOLUCION

Sabemos que la masa de la gota de lluvia (dependiente tinicamente del radio) viene dada por

4 dr
Mgy = §7rr3po = o 47rr2po%
Ahora, el enunciado nos informa que la variaciéon de la masa es proporcional al drea superficial

de la gota. Por lo tanto, existe una constante A € R, tal que

dM

2 A\ 4r?
dt )\( mr pO)

Procedemos a determinar una funcién del radio y luego de la masa.

T t
dr /\:>/ dr:/ Adt
dt To 0

dr

E :A:>T(t) :TO+)\t
dr 4
E = )\ — M(t) = gﬂ-(ro + )\t)gpo

Sea y la distancia que cae la gota, tomamos el origen del sistema de referencia en la posicion
inicial de la gota y aplicamos la segunda ley de Newton para determinar la aceleracion.

511

P dP P 4
= — —_— = P — — 3
= — o Mg:>/o d /0 37Tpog(7°o+)\t) dt

4 d o
P= [wpo(ro + )\t)g} 2=

- Y Ty ) — (7))

L O ’
— = -~ |To — \To
dt 4\ ro + At
Finalmente,
4
.. 1 1
i) = 19 1+ 3(ry)? <T_O n ,\t> ]




Cinematica rotacional

§6 Un cono de masa M, altura h y radio de base R se fija por la punta a una barra vertical
de masa despreciable, respecto a la cual puede rotar libremente, de manera tal que su eje de
simetria queda paralelo al piso. El cono rueda sin deslizar tal que la rapidez tangencial del
punto diametralmente opuesto al punto de contacto es v, respecto al piso. Con base en esto,
determine

a) La velocidad angular € en el centro de la base del cono respecto a la barra vertical.

b) La velocidad angular & y la velocidad v del punto superior del borde de la base del
cono, P.

Ak P

Primer parcial, Verano 2019, Hermann Albrecht.

SOLUCION

Utilizamos coordenadas cilindricas {f, 6, k} para describir los vectores solicitados. Como el
cono consiste en un solido rigido, se cumple que la velocidad en cualquier punto viene dada
por la expresién V=& x r. Asi,

0o = § x (Rk + ht) < ﬁzv—}:ﬁ
—_—

Pregunta a)

Ahora, considerando que el punto P rota alrededor del eje k y el eje radial r, su velocidad
angular & tiene dos componentes en dichos ejes; en especial, su componente en k es el vector
Q. Podemos asegurar entonces que

— ~ N Vo 1 A
wzﬂ—i—wrzﬁk—wrr

Cabe destacar que la direccién —t se debe a la forma en que estd rotando el punto P, en
sentido horario. Entonces, para calcular el valor de w,., partimos de la condicién de rodadura

13
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2V,
\‘;O
Asi,
20,0 = &, x 2Rk = &, = —%’f«
Por lo tanto,
&= %(Rf{ — hi)
Pregunta b)
Finalmente, calculamos la velocidad V.
V=@ xF=—2(Rk — hi) x (2Rk + ht) = | v = 30,0
Rh
Pregunta b)
868 La figura adjunta muestra la vista lateral de una seccién del mecanismo de una méquina

compleja. Dicha seccién consta de una barra que se mueve horizontalmente y dos engranajes
de radios R y 3R, respectivamente. El engranaje de radio R gira con velocidad angular
G=w, sin(at? + b)ﬁ, donde w,, a y b son constantes de las dimensiones apropiadas. Sobre la
base de este planteamiento, determine:

a) El vector aceleracién angular del engranaje de radio 3R.

b) La velocidad de la barra.

Primer parcial, Verano 2019, Hermann Albrecht.

SOLUCION

Para determinar la aceleracion angular del engranaje de radio 3R, necesitamos primero su
velocidad angular. Obtenemos tal velocidad partiendo del vinculo entre los dos engranajes:
la velocidad tangencial en el punto de contacto es la misma para ambos. Situamos prigen

del referencial en el centro del engranaje pequeno y calculamos la velocidad d en el punto
de contacto.

i =w X T = w,sin(at® + b)k x R(—1) = —Rw, sin(at? + b)j

Ahora, situamos el origen del referencial en el centro del engranaje grande y calculamos la
velocidad angular € del mismo.

— 2 = = 1 ~
i=Qx 7y = —Ruw,sin(at? +b)j = Q x 3Ri <= Q = —3Wo sin(at® + b)k
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Derivamos para obtener la aceleracién angular.

5 2 To
Q = 7§w,,a,t cos(at2 +b)k

Pregunta a)

Para determinar la velocidad de la barra, basta con situar el origen del referencial en el centro
del engranaje grande y calcular la velocidad v mediante el producto cruz.

v=Qx

it

1 . s =
5= —3%o sin(at® + b)k x 3R(—j) = | vV = — Rw, sin(at” + b)i

Pregunta b)

8§ Una barra de masa M y longitud 1 rota en torno a un eje que pasa por el punto O, siendo su
posicién angular 6y =7 sin(5t). En ella hay una cuenta de masa m que desliza sin friccion
y que tiene una velocidad constante respecto a la barra dada por v=uv,#. Considere la base
de vectores moviles en coordenadas cilindricas, {f, 0, E}, y determine:

a) El vector velocidad ?(t) de la cuenta como funcién del tiempo.

b) El vector aceleracion i_:’(t) de la cuenta como funcién del tiempo.

0 r
J k
m
o)
O 7

Primer parcial, Verano 2019, Hermann Albrecht.

SOLUCION

Tenemos que la posicién de la particula viene dada por el vector r=rf cuyo médulo y
direccién son funciones del tiempo. Basta entonces con aplicar las definiciones de velocidad
y aceleracién respectivamente.

V= % =7 + 100
Donde 7=w, (la velocidad con que la particula avanza en direccién radial), § =7 cos(ft) v,
dado que 7 es constante, r=v,t. Entonces,

¥(r) = Vo[ + 7Bt cos(Bt)]0

Pregunta a)
1 0 0
Consideramos las direcciones {#, 0, R} como 0O, (1],10 , derivamos la velocidad
0 0 1
y simplificamos para obtener la aceleracién.
72 3%t cos? ()
Ty = =V, |mB*tsin(Bt) — 273 cos(Bt)
0

Pregunta b)
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CAPITULO 2. CINEMATICA ROTACIONAL

Dado un sistema compuesto por una barra de masa despreciable tiene longitud L que tiene
incrustadas 6 bolas de masa m y radio despreciable, éstas se mueve solidariamente con la
barra. La distancia entre cada bola es la octava parte de la longitud de la barra. El sistema
rota en torno a un eje vertical con rapidez angular constante & = wok y una inclinaciéon
contante dada por el angulo 3. Sobre la base de este planteamiento y usando la base de
vectores méviles en coordenadas cilindricas, {f, 0, ﬁ}, determine:

a) El momentum angular del sistema £ medido desde el punto B.

b) El momentum angular del sistema £ medido desde el punto A.

®j T

Shae

SOLUCION

El momentum angular total del sistema de seis particulas es la suma vectorial de los
momentums de cada una de ellas. Podemos calcular cada momentum angular realizando
dos productos vectoriales por cada particula y luego realizar la suma vectorial. Sin
embargo, debido a la simetria del sistema, podemos obtener una expresién general para el
momentum angular y luego aplicar la notacién sigma para obtener la suma vectorial.

Desde el punto B: Partimos de los vectores posiciéon de cada una de las particulas

empezando con la mas cercana a al origen del referencial.

3l 51 .
P = = gsinﬁff gcosﬁk

4] 4]
P =1 - = gsmb’r—gcosﬂk
W =r - = 5—lsmﬁr—%lcosﬂk

8

7

~ l
P = (i + 2)asin Bt + (i — 6)acos Bk; a= 3’ i=1{1,2,3,...,6}
Calculamos LP.

wx B =(i —|— 2)awo sin 30
8 x m(w x ¥P) = (i + 2)2a®mw, sin® Bk + (6 — i) (i + 2)a2mw, cos [ sin B¢

Finalmente, el momentum angular total L del sistema es

6 6 6
:ZE 22—1—2 a’mw, sin Bk—i—z —4)(i + 2)a*mw, cos Bsin f
i=1 i=1 i=1

- 199 12 6512
Lp mw, sin® Bk + o muw, sin (3 cos BT

Pregunta a)
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Desde el punto A: Partimos de los vectores posicién de cada una de las particulas
empezando con la més cercana a al origen del referencial.

3l 3l N
F‘f‘ = gsinﬂfH— gcosﬁk

4] 4] .
Fg‘ = gsinﬂfdr gcosﬂk
51 51 N
¥ = gsinﬁf‘—i— gcosﬁk

A. [
4 = (i + 2)a(sin B + cos Bk); “=3 i=1{1,2,3,...,6}

K2

Calculamos LP.
w X FA = (i + 2)aw, sin 40
FA 5 m(w x FA) = (i 4 2)2a2muw, (sin? Sk — cos (3 sin F)

i

Finalmente, el momentum angular total L 4 del sistema es

6
EA — Z(z + 2)2a2mwo(sin2 Bf{ — cos (sin O1)
i=1
- 19912 .
L= o1 mw,(sin? Bk — cos Bsin Bf)

Pregunta b)

§6 Un sistema aislado consta de dos particulas de masas m; =M y my=m, separadas por una
distancia D, como se muestra en la figura adjunta. Las fuerzas de interaccion entre ellas son
paralelas a la linea que las une.

a) El sistema rota con velocidad angular &= —woj alrededor de un eje perpendicular a la
linea que las une, separado de m; por una distancia d. Calcule el momentum angular
total del sistema, respecto a este eje como funcién de d.

b) Calcule la posicién del centro de masa relativa a m; y muestre que la magnitud del
momentum angular es minima si d = ||Rq1]| (la componente horizontal del centro de

masa calculado).

Guia del Departamento, Ejercicio 11, Pagina 4

SOLUCION

El momentum angular total del sistema de dos particulas es la suma vectorial de los

momentums de cada una de ellas.

T X (& x T) Lo =Ty X (& X )

X Mwo(—j) x d(=1)] | L2 = (D — d)i x m[wo(—j) x (D — d)i]
L1 = —Md%w,j Ly =—m(D — d)*w,}
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Entonces, el momentum angular del sistema L es

L=17L0+ Ly = E<d) = w,[2mDd — (M + m)d*> — mD?)j

Pregunta a)

mD 2
—i.
R M+m
Para demostrar que este valor es maximo en la funciéon de L), aplicamos el criterio de la

Es sencillo determinar que el el centro de masa del sistema relativo a m; es R =

primera derivada.

ac = .
E:O@wO[QmD—ﬂM—km)d]:O@d

_ mD
T M+m

b): dado que el médulo de L4 es una funcién cuadritica céncava hacia abajo y la derivada

|, éste es un maximo para L4 de acuerdo con el criterio

se anula para el valor de d=||R4
de la primera derivada. Q.E.D.

8§

Una barra rigida de longitud 1 se mueve con sus extremos apoyados en suelo y pared mediante
dos ruedas de radio y masa despreciable. El extremo A tiene una rapidez conocida, Vv =v,i.
Hallar un expresion para la velocidad angular @ de la barra y la velocidad de extremo B.

J
B l—)

SOLUCION

Situamos el origen del sistema de referencia en la esquina de la pared. Sabemos que el
movimiento general de una particula corresponde a su movimiento de traslacién y de
rotacion, en este caso, el extremo B de la barra se traslada con una velocidad v y rota con
respecto al punto A con una velocidad angular & (propia de toda la barra). Asi, su
movimiento general sera la suma de su movimiento traslacional con el rotacional.

Vp=u=V+dxT

Donde r es la posicién de B respecto a B. Entonces, debido a la distribucién del sistema,
tenemos que

—uj = Vol + wk x (=l cosbi + Isin 0)) = (v, — wl cos B)i — wl sin 6]

Tgualamos componente a componente y obtenemos un sistema de ecuaciones cuya solucién
es facil de obtener.

@(9) = k s ﬁ(g) = —1, cot Gj

wlsinf = u [sin @

{vo—wlc059:0 v, -
=

88

Considere una curva espiral cénica descrita en coordenadas esféricas por las ecuaciones:
0=45°, ¢y =2mer; donde € € R y r es el radio de la seccién en cuestion. Una particula se
mueve sobre la espiral partiendo desde el origen manteniendo una velocidad radial constante
y conocida, 7" =wv,.
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a) Determine la distancia radial del punto P en el cual la rapidez de la particula es 3v,.

b) Encuentre una expresiéon para la longitud total de la espira. Luego, determine tal
longitud y el tiempo que la particula tarda en recorrerla.

Primer parcial, prof. Guillermo Donoso, 2010

SOLUCION

Utilizamos las coordenadas esféricas para definir la posicién de la particula. Sea ¢ y 6,
tenemos que

z=rcosf
y = rsinf cos ¢ — F=zityj+ 2k

x = rsinfsin ¢

1 0 0
Consideramos las direcciones {i, j, R} Ccomo O, (1],10 , tal que

0 0 1

sin # sin ¢
r=r|sinfcos¢ | =rt
cosf
Determinamos la velocidad de la particula.
dF 6 cos fsin ¢ + ¢sin 0 cos ¢
V= pi e+ 71 [ fcosfcosp — psinfsing | =7t + r00 + rosin o

—fsinf
Dado que 0=45°, ¢(,y=2mer y 1 =1,, el vector velocidad que como V() = v,f + 7T\/§€T(£.

Sabemos que en el punto P, la rapidez de la particula es 3v,, es decir que se cumple la
siguiente igualdad de la que podemos determinar la distancia radial rp.

200
3v, = \/(vo)2 + (7V2erp)? = | rp = .
e
—_——

Pregunta a)

Sea L la longitud total del espiral desde el punto O hasta el punto P recorrida por la particula,
ésta viene dada por el producto entre la rapidez y el tiempo que tarda la particula en recorrer
tal distancia. Asi, para un instante ¢ cualquiera, se cumple que

L ¢
dL = ||V (||dt = / dL = / \/(vo)2 + (mV/2er)2dt
0 0
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Dado que 7=w, y la particula parte del origen, entonces podemos asegurar que ;) =v,t; tal
que

Ly = /Ot \/(Uo)2 + (v 2€v,t)2dt

1
V2me

Pregunta b)

lgn [V2met + /1 + (V2met)?

Vo .
L(t) = 5 |: 1 + (\/éﬁft)z +

|

Para calcular t’, aprovechamos que tomamos el tiempo inicial t,=0 seg; tal que

t/
t’:/ dt
0

Dado que 7 =v, y r)=v,t, hacemos el cambio de variable

d dr 2
t:izdtzl:t’:/ Z_<
0

Vo Vo Vo  TE

Pregunta b)

Finalmente, evaluamos ¢’ en la expresion de L.

Vo

L=——
2v/2me

(3v/2me + 1gn|2v/2 + 3])

Pregunta b)

86 Una particula P de masa m se lanza por el interior de un recipiente cilindrico con eje vertical,
radio R y altura h. El roce de P con la pared cilindrica es despreciable; domina el roce viscoso
F, = —ev, con € € R, de P con el fluido que llena el recipiente. La particula es lanzada en
contacto con la superficie cilindrica, con velocidad horizontal de magnitud v,. Determine:

a) La velocidad vertical v, :z"(t)fc como funcién del tiempo y la funcién z().

b) La velocidad angular de P como funcién del tiempo.

h

Primer parcial, prof. Guillermo Donoso, 2010

SOLUCION

Utilizamos un sistema de refencia en base a coordenadas cilindricas con el origen en el
punto O. Asi, sea z una funcién de la altura con respecto al tiempo, inicialmente tomamos
la posicién Fo=RF + hk y una posicién genérica dada por ;)= RF + zk. Determinamos
velocidad y aceleracion.

dr A N
V=— = R00+ zk
v 7 ROO + 2
L dv 9n A
ad=—=—R(0)t+ ROO+ Zk
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Aplicamos la segunda ley de Newton a la particula recordando que la normal tiene direccién

radial. .
> F=—ei+N+mg=ma
1 0 0
Consideramos las direcciones {f, 6, k} como O, (1],10 , tal que
0 0 1
0 N ~R(6)? N = —mR(6)*
—e|RO)+| O |=m| RO | ={—cRO=mRI, (i
z —-mg z —ez—mg=mz, (ii)

De la ecuacién (ii), determinamos las funciones Zq) y 2()-

dz (g + ) / dz bt
m— = —(m €2) = - =
dt J o —(mgz+e) 0 m
%—_( +e) =2 - n9 {iex <—£t> —1}
mdt — T\mgTes A1) = € P m

Pregunta a)
d t § t t
L [:I:exp (—6) - 1} :>/ dz :/ ny [:I:exp (—6) - 1}
dt € m h 0 € m

d t m?
dz _ myg [iexp <_) _ 1} | == T80 8 e (~ 1) 1]
€ m € €

m

Pregunta a)

De la ecuacién (i), determinamos la funcién é(t) recordando v, =6, R.

dé . 0 do toedt . D) €
& T o 2 h, =+ <f—t>
det eR = /0'0 ; /0 - ) RP (-

Pregunta b)
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Dinamica rotacional

86 Determine el momento de inercia de una raqueta de ping-pong constituida por una barra de
dimensiones a, 2a y 4a unida a un disco de radio 3a y altura 4a (con a € R), que rota en
torno al eje y al borde de la raqueta; tal como muestra la figura anexa. Considere que ambas
partes tienen masa M y que el eje x contiene el centro de masa de la barra y el cilindro.

Y

(M, 3a, 4a)

2a

Propuesto por el prof. Hermann Albrecht, 2019

SOLUCION

Consideraremos que el momento de inercia total del sistema, I, es la suma del momento de
inercia de sus componentes: I, el de la barra, y Iy, el del disco. Ahora, como queremos
saber el momento respecto al eje y situado en el extremo de la barra, aplicamos el teorema
de Steiner (ejes paralelos); elegimos el eje ¢’ paralelo a y que pasa por el centro de masa de
cada parte de la raqueta.

Asi, sabemos que, respecto al CM de cada componente, los momentos de inercia son:
I = iM[a2 + (20)?] = 3Ma2
T2 12

I, = %M(3a)2 = gM,f
Aplicando el teorema de Steiner.
I, =1} + Md* = 3Ma2 + Ma? = 1—7Ma2
b 12 12
/ 2_ 9,9 2_ 99, 5
Ig=1)+ M(5a)" = §Ma +25Ma* = ?Ma

Finalmente, el momento de inercia total.

B 17T, B89,
I—Ib+Id—12Ma + 2Ma
7= 32
12

25
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86 Determine el momento de inercia respecto a los tres ejes principales y al origen de un cono
magcizo de altura H, masa M y base de radio R.

Y

SOLUCION

Aprovecharemos que conocemos el momento de inercia para un disco para determinar el del
cono. Empecemos respecto al eje y. Supongamos que el cono estd dividido en un conjunto
de discos de radio r, masa infinitesimal dm y a distancia y del origen; tal que su momento
de inercia es dI, = (1/2)r*dm.

Entonces, basta con sumar el momento de todos los discos infinitesimales que componen el
cono macizo. Sea p, la densidad del cono (se usa la densidad del cono porque el disco es una
parte del cono) se cumple que

1
1 :/57"2dm7 con dm = p,dV

Cortamos transversalmente el cono y denotamos el angulo 6 para tener una relacién entre r,
y, Ry H.

tan@—z—£:> = E T
vy R vy= H

Determinamos dV rapidamente.

1 H H H
Viry) = 5777“23}, cony = (R) r=1V= <3]7{T) rd = dV = <R7T) r2dr

Entonces,
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Procedemos ahora a calcular I, y I,. Debido a la simetria del cono, podemos asegurar que
I,=1,=1, vy, dado que son ejes perpendiculares a y, podemos aplicar el teorema de ejes
perpendiculares. Colocamos unos ejes 2’ y 2z’ que pasen por el centro del disco infinitesimal
y asi

1
ALy + dle = 2l = dI, = dl = I,

Ahora, como el disco estd a una altura (en este caso una distancia perpendicular) y de ambos
ejes, debemos aplicar el teorema de Steiner para determinar I, .. Entonces,

1 1
dly.. = idly +y*dm, condm = p,dV, dI, = irzdm

Conocemos la integral de dl, y repetimos el proceso de integrar para determinar la integral
de r2dm. Finalmente,

3 1. [
I,=1==M|-R?>+ H?
=2 (4 + )

8§ La figura muestra una cuerda inextensible, sin masa, fija al techo y enrollada alrededor de un
disco. El disco tiene masa M, radio R y gira desenreddndose mientras cae verticalmente sin
que exista desplazamiento entre el disco y la cuerda. Si el sistema parte del reposo, elija un
sistema de coordenadas, dibijelo claramente y halle la tensiéon de la cuerda, la aceleracion
angular del disco y la aceleracion del centro de masa.

o |

Guia del prof. Cayetano Di Bartolo, Ejercicio 15, Pagina 6

SOLUCION

Estudiamos la dindmica
traslacional y rotacional del rigido. Tomamos
el origen del referencial en el punto de contacto
entre el disco y la cuerda para poder aplicar la
condicién de rodar sin deslizar.

=

2 .
> Ft=Mg+T=MR

|Mg—T =MR

Mg

RMgk = Id

Por igualdad de vectores, podemos deducir que & = k. Por otro lado, como no estamos
trabajando en el referencial CM, debemos determinar el momento de inercia mediante el

teorema de Steiner
3MR?
2

2
I:ICM+MR2=@+MR2:




CAPITULO 3. DINAMICA ROTACIONAL

Finalmente, considerando la condicién de ligadura Ra’="TR, resta resolver el siguiente sistema
de ecuaciones.

Mg—T=MR
3MR2a = 1oL 2900 |3 2 5
_Mive T =Mgj|,|ada=-2k||R=—-=
RMg = 5 sMai), |d= 35 393
Ra="7R

86 Se lanza una esfera de radio R en cuesta arriba por un plano inclinado en un dngulo 5 como
muestra la figura anexa. Si se lanza con rapidez v, y rapidez angular w,, calcule, en funcién
de 3, el valor que debe tener el coeficiente de roce de la superficie del plano para que el centro
de masa suba a velocidad constante mientras patina ;Cudnto tiempo tarda en comenzar a
rodar sin patinar en dicho caso?

Guia del prof. Cayetano Di Bartolo, Ejercicio 20, Pagina 7

SOLUCION

88 Consideremos un sistema compuesto por una barra delgada de masa M y longitud 1 y un
disco de radio R e igual masa, dispuestos como muestra la figura anexa. Calcule la fuerza
que ejerce el disco sobre la barra suponiendo que todas las superficies son lisas y el angulo .

Propuesto por el prof. Hermann Albrecht, Verano 2019

SOLUCION

86 Una barra de masa 10 Kg y largo 2 m colocada horizontalmente en una mesa sin friccién
recibe un impulso de 100 N.seg en su extremo inferior A.

a) Calcule la velocidad del centro de masas y la velocidad angular.

b) El trabajo de traslacién y el trabajo de rotacién. Explique quien los hace.



29

Primer parcial, prof. Guillermo Donoso, 2020

SOLUCION

86 Un yo-yo compuesto por dos discos de igual radio 2R y un cilindro de radio R, cuelga del
techo por una cuerda ideal. Si los tres objeto tienen misma masa M y no existe velocidad
entre el yo-yo y la cuerda (la cuerda no desliza):

a) Calcule la aceleracién traslacional del centro de masa, la aceleracién angular y la tension
de la cuerda.
b) El trabajo de rotacién y el trabajo de traslacién debidos a la tension.

¢) Cuando llega al extremo de la cuerda recibe un impulso y regresa. Calcule
numéricamente tal impulso (suponga que en este instante la velocidad del centro de
masa es v,) y la duracién de este impulso.

(M, 2R)

Primer parcial, prof. Guillermo Donoso, 2020

SOLUCION

§6 Considere una barra delgada de masa M y longitud L. La masa estd distribuida de manera
no uniforme a lo largo de la barra. La densidad lineal de masa en un punto de la barra esta
dada por la expresion A,y = (2M/ L?)s, donde s es la distancia entre un punto sobre la barra
y el extremo A de la barra. Si el extremo A estd conectado a un eje horizontal que puede
rotar libremente, determine:

a) La energia mecanica total de la varilla.

=)

La rapidez angular de la barra cuando llega al piso.

o

La aceleracion angular.

)
)
)
d)

La aceleracion de su centro de masa, en términos de sus componentes horizontal y
vertical.

e) La fuerza que ejerce el pasador sobre la barra.
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A

Inspirado en la Guia del departamento, Ejercicio 4, Pagina 7

SOLUCION

Primero que todo determinamos el CM tomando los ejes genéricos {i, j, R} y el momento
de inercia del rigido respecto a su eje de rotacién (el pasador, punto A).

Centro de masa Lo calculamos tomando la barra vertical y denotamos que su posicion estéa
en direccién radial. Consideramos una porcién infinitesimal de masa dm a una distancia
s del punto A y aplicamos la definicién de CM para una distribucién continua de masa.

0

Momento de inercia Nuevamente, tomamos la barra vertical, consideramos una porcién
infinitesimal de masa dm a una distancia s perpendicular al punto A y aplicamos la
definicién para una distribuciéon continua de masa.

dm
I = /(TL)zdm, /\(S) = W’ l(s) =S

L
1
I= / $*A(syds => I = 5ML2
0

Como la barra rota libremente, no existen fuerzas disipativas, y, por lo tanto, la energia
mecénica se conserva a lo largo se su trayecto hasta el suelo. Tenemos entonces que la energia
mecanica total, F, corresponde a la energia potencial que tiene el rigido en su posicién inicial.
Asi,

2
E=U,+ K;=MgR = Eng’gL

—_
Pregunta a)

Utilizamos conservacién de la energia mecdnica para determinar la rapidez angular, wy, de
la barra cuando ésta llega al suelo.

2 1 1 . .
Uo+%=Kf+%=> gMgL:§I(wf)2+§M(Rf)27 con Ry =wsR
2
2 D P | 2 24
3MgL— 4ML (wy) +2M(3wa> = |wy = 7L
—,_/

Pregunta b)
Para responder el resto del ejercicio, tomamos una posiciéon genérica de la barra denotando
el angulo 6 que forma con la vertical.
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Répidamente, observamos que al tomar torques respecto al punto A, sélo hace torque el peso
y podemos calcular facilmente la aceleracion angular de la barra. Tomamos una posicién
genérica del CM de la barra definiendo el dngulo 6.

» - 2 : : 3
L' = Theso = R x Mg = g L(cos i +sen ) x Mg(~j) = Id

4 «
aggy = _3% cosfk, con0 <0< g

Pregunta c)

Con @, podemos determinar la aceleracién del CM. Consideramos las direcciones {i, j, k}

1 0 0
como o, (1],10
0 0 1
5 3 4 L2 . N
R=axR= —3% cos Ok x gL(COSHi—i-SeHQj)
. sen (20) -
ﬁ(g)igg —2cos?0|, conO§9§§
0

Pregunta d)

Finalmente, aplicamos la segunda ley de Newton para determinar la normal.

2 . .
ngxt=ﬁ+Mg:MR:>N:M(R—g)

4

. 1 4sen (26)
Ry =—gMg |9- 8cos?f|, con0<6<
0

o]

Pregunta e)

6§ Dos masas my > mg estdn conectadas mediante cuerdas inextensibles a una polea doble
constituida por dos discos rigidamente unidos, de masas M y m y radios R > r
respectivamente como indica la figura anexa. Inicialmente la masa m; estd a una altura
h del piso, donde se apoya la masa ms. Cuando se suelta la masa ml, determine:

a) la aceleracién angular de cada polea.

b) la aceleracion lineal de cada masa.

¢) la velocidad angular de cada polea cuando la masa m; llega al piso.
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hi

[ mo |

Segundo parcial, prof. Hermann Albrecht, Verano 2019

SOLUCION

88

Un péndulo estd constituido por una esfera sélida de radio R que se cuelga de un eje
horizontal, a una distancia L, equivalente a la mitad de su radio, de su centro.

a) El periodo de este péndulo.
b) La longitud del péndulo simple equivalente.

SOLUCION

88

Para el sistema (una barra de densidad homogénea y dos resortes) mostrado en la figura,
suponiendo que todas las superficies son lisas y que los resortes son lineales e idénticos,
determine el periodo de las oscilaciones realizadas por el sistema en cuestiéon. La masa del
sistema es M , su longitud es L y las constantes de los resortes son de valor k.

Segundo parcial, prof. Cayetano Di Bartolo, 2004

SOLUCION

8§

Un disco de radio R y masa M descansa sobre una superficie inclinada y lisa tal como muestra
la imagen anexa. El extremo de un resorte de constante k esta unido al centro del disco y el
otro extremo esté unido al rodamiento en el punto A; permitiendo que el resorte permanezca
horizontal, cuando el disco estd en equilibro. Si la longitud del resorte sin deformar es 1,,
determine, de dos maneras distintas, su longitud maxima cuando el disco esta en equilibrio.

(M, R)

k © A
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Segundo parcial, prof. José Calatroni, 2012

SOLUCION

88

8§

88

88

8§

88

Dos ruedas tienen momentums de inercia I y I son puestos a rotar con velocidades angulares
Wy y We. Cuando son compactados cara a cara, ellos rotan con la misma rapidez angular w
debido a las fuerzas de friccién. Determine w y el trabajo realizado por tales fuerzas de
friccién.

Una cuerda esta enrollada a un cilindro de masa M y radio R mediante una barra de masa
despreciable. La barra es halada verticalmente hacia arriba para evitar que su centro de masa
caiga mientras el cilindro cae desenrollandose. Determine

a) la tensién de la cuerda.
b) el trabajo realizado por el cilindro cuando éste adquiere una rapidez angular w.

¢) el largo de la cuerda sin desenrollar en el momento en que se alcanza la rapidez w.

Dos cuerdas estdn atadas a un cilindro, una en cada extremo, y al techo. El cilindro se
mantiene horizontal (paralelo al techo) y tiene una longitud L, radio R y masa M. Si se
suelta el cilindro, determine

a) la tensién de cada cuerda.

b) la aceleracién del cilindro.

Un tubo de largo L es llenado de un liquido incompresible de masa M y cerrado en
ambos extremos. El tubo rota sobre un plano horizontal por uno de sus extremos con una
rapidez angular w. Demuestre que la fuerza que ejerce el liquido al otro lado del tubo es
|F||=(1/2)mw?L.

Una esfera de densidad uniforme y radio r, inicialmente en reposo en la cima de otra esfera
de radio R >r, rueda sobre la superficie de tal esfera. Determine la velocidad en el instante
cuando la esfera pequena se separa de la mayor y el angulo que forma con la vertical en ese
instante.

Una esfera de radio a oscila al fondo de un cilindro de radio b>a en un plano horizontal. Si
el cilindro de mantiene fijo y la esfera no desliza, determine el periodo de oscilaciones de la
esfera debido a la aceleracién de la gravedad.
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CAPITULO 4. FUERZAS CENTRALES



Parte 111

Tercer Parcial

37









40

CAPITULO 5. HIDROESTATICA
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